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Tema 4. DEFORMACION EN LA FLEXION

— Deformacion en las vigas. Ecuacion de la elastica.

— Definicion de flecha

— Método del &rea-momento. Teoremas de Mohr.

— Aplicacion de los teoremas de Mohr para la resolucién de vigas
hiperestéticas.

— Meétodo de la superposicion.
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DEFORMACION enlasVIGAS. ECUACION delaELASTICA

d8

En el estudio de laflexion puravinos que:

-5 M

M
E-l

Rl

Para expresar esta curva en coordenadas rectangul ares:

ds=p-do
do 1
L= )
ds  p @)

Como € angulo es muy pequefio:

ds = dx

_dy

0 = tagb =
g dx
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=+t 4
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Enlafigura jy decreciente 2:32/ negativa
X X
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j 32’ signo contrarioaM
X
d?y M
=—— 5
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Ecuacion diferencial de laelastica
Limitaciones:

e Laecuacion es valida para vigas que no estén sometidas a un esfuerzo
gue exceda del limite elastico de sus materiales.

e Al ser la curvatura pequefia, la ecuacion esta limitada a estudio de
flechas pequeiias.

Si diferenciamos (5) dos veces:

s M
E.l ﬂ = _dQ =
dx* dx
Q Esfuerzo cortante
q Intensidad de carga uniformemente repartida
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Ejemplo de obtencion de la ecuacion diferencial dela elastica

Multiplicando los dos miembros por dx e integrando:

E-I-ﬂ:—q—.l-xzjtg-xg+C1 (1)
dx 4 6

Para determinar el valor de la constante de integracion C;:

e Latangente es horizontal en el centro del vano

En x:l ﬂ:o
2 dx
2 3
O:—qII +qI +C,
16 48
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q-F q-P q-P
Cl= — =
16 48 24

Introduciendo el valor obtenidode C; en (1) setiene:

3
E.|.d7y:_q7.|.xz+g.x3+q.7 (2)
dx 4 6 24

De nuevo se multiplicalos dos miembros por dx y seintegra

3
E-I-y:—q—l-x3+i-x“+q |
12 24 24

-Xx+C, (©))

Para determinar el valor de la constante de integracion C,:

e Enlosapoyos, ladeformacion vertical es nula

En x=0 y=0 - C,=0
-l s a . qF

El.y=—-—2_. . 4 . 4

y 12X+24X+24X “)

Por tanto, la ecuacion de la elastica es:

q-Xx 3 2 3
= AP =21 5
V=g x+x) ®)

Para hallar laflecha maxima;

e Sederiva (5), seestudiael punto en que latangente es nula (se despgja
X) y seintroduce el valor obtenido en (5).

e Directamente, en x = IE

5.q-1°
384 -E-I

= yméx =

Parahallar el angulo girado en € apoyo A (maxima pendiente):

En x=0 (dy]
x=0

I
D
>
I
o]

dx
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METODO DEL AREA DEL DIAGRAMA DE MOMENTOS

TEOREMAS DE MOHR

ds=p-do

Como ds = dx

TEOREMA |

El &hgulo 6 comprendido entre las tangentes de dos puntos cualesguiera
A y B de la linea elastica es igual a érea total del trozo correspondiente del

do_1 im
ds »p p E-I
do_ M
ds E-I
dezM-dx

E-l
e:J-BM-dx

A E-|

diagrama de momentos, dividida por E-1.
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METODO DEL AREA DEL DIAGRAMA DE MOMENTOS
TEOREMAS DE MOHR

TEOREMA I

La ordenada B respecto a la tangente en A es igua a momento estatico,
con respecto a B, del area del diagrama de momentos flectores comprendida
entre A y B, dividida por E:I.

Si existe un punto de inflexion en lalinea elésticaentre A y B:

8:J‘DM-x-dx_J‘BM-x-dx

A Ed b El
- D 7 B
area — |area —

d=|—- - 17| = | "2
E-l, E-l],
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Arsa= 2503
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Areo=bA/3

! N
Area = 200/

EJEMPLO de APLICACION

4
n 8 (o) I
a T ’, =1|
PY ~ |
d |
FL
U
(b)
9—i P17 P 2
E-l 2 2-E-l
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APLICACION DE LOS TEOREMAS DE MOHR PARA LA
RESOLUCION DE VIGAS HIPERESTATICAS

PKglm.!
PO T Ty
| 2 |
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T /
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X
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Incognitas: Ecuaciones:
EnA: R, > F=0
EnB: Rs Yy Mg > M=0

Resolucién del sistema hiperestético:
. X2
2

Por el segundo teoremade Mohr: 5., =0

M=R, x-"

1

0=—- IM-x-dx
E.| Jo
2
E-I
P p I 3
0=R, -~ —"-— >R, ="-pl
A3 24 ~=gP
3
QAZRAzg.p.l
p-x*
M=—-p-|l-x-
P 2
2 2
Para x =1 MB:§. .|.|_pI __p-l
8 2 8
p-x° 3
M=0 M:—p|-X— =0>ox=—-1
8 2 4
como 0=M o3, px
dx
3 3
=0 =—-pl-px=0—>x=—-1
Q Q g P 1P g
3 2
3 p-x’ 3 3y Plgl] o
M. =".pl-x=F"" 2 g1 2= N2 72 T .2
méax 8 p 2 8 p (8 j 2 64 p
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METODO DE LA SUPERPOSICION

La ecuacién diferencial de la elastica de una viga deformada por cargas
transversales es lineal en y, asi como sus derivadas. Sus soluciones para varias

condiciones de carga pueden superponerse.

Ap 4 —
A B
i (a) | !
| A l Ao
!
2{ \ ¢ l ﬁ:s
L‘ (b) T”c Ls
Incognitas: Ecuaciones:
EnA: XaVy Ya ZFX =0
EnB: Yg ZFy=0
EnC: Y > M=0

La viga es hiperestética. Para resolverla vamos a aplicar e método de
superposicion, considerando e rodillo C como elemento superabundante,
descomponiendo e estado de cargas origina en otros dos. un sistema primario
AB con las cargas originarias, y un sistema AB en e que actda Unicamente la

reaccion Y.
A A
-]
3’ v _—%, (o)
| |

| | |
[l 1 |

" '
4 8¢ e (b)
LB

A ﬂa (¢)

a%

El desplazamiento neto del punto Ces: O, = 5; - 8;
Como €l apoyo C impide e desplazamiento, la condicicdn anterior se

transforma en: 5,—8,=0
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METODO DE LA SUPERPOSICION

P por unided de longitud
1 [

A[LI]]H ITIeTTT [I]Illl]a
le £ ote £——
: {a) !
ATTITITIT] IHHIHlH'e
8
c

(b)

\
/

[4

% (c)

Elegimos el apoyo C como superabundante. Obtenemos como sistema
primario una viga biapoyada con carga uniformemente repartida, de vano 2:1. El
desplazamiento del punto C sera (Prontuario):

5 _5-p-(2)' _5-p-I*

© 384.E-1 24-E-l

El segundo estado de carga sera el de una viga biapoyada de vano 2:1 con
una carga puntual ascendente (Y¢) en el centro del vano (Prontuario):

Yoo (207 vl
° 48.E-1 6-E-l

El desplazamiento neto del apoyo C seréa:

O, =8'C—6'; =0

5.p1" Yoo

24.E-l 6-E-l
5
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Lasreacciones Y, e Yg pueden determinarse con facilidad:

ZFy:O
2:p- =Y, +Ys + Y,

5 3

Y o+Y.=2.p-1->.p1=2.p-1
AT g p 4 p 4 P

> M, =0

Yo l+Yg:2:1-2-p-1P =0

i-p-|2+YB 20-2.p-P =0

2 O np_3,p
Yg-2:1=2-p-I 4pI 4pI
3
YBzg‘pl
3
YA:8°pI
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METODO DE LA SUPERPOSICION

, |-—~—~—#—-::—b—4 My
e £ o
()
P
A pd —
—D,,\J
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(b)
My Mg
id— X5
{ ‘.
& (¢) 85
e
d
”‘M& Me
’ (d) b
Incognitas: Ecuaciones:
EnA: Ra Yy Ma ZFIO
EnB: Rs Yy Mg > M=0

e Prontuario: Viga biapoyada con carga puntual descentrada.

2 2
o, PD(F-b )
6-E-I|
. _P-a-b-(2:1-b)
0, =
6-E-I

¢ Prontuario: Viga biapoyada con momentos en |os apoyos.

o, = Mal Myl
3-E-l 6-E-l
Mgl M, I

B — +
3-E-1 6-E-I
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P-b-(P-b2) M,-1 M-l 0 (1)
05— 05 =0
P-a-b-(2:1-b) Mgl _ M-l 2
6-E-lI 3-E-l 6-El

Resolviendo el sistema se determinan losvaloresde M, y Mg:

2
v, _Pab

-P-a=0

P.-a (I°+a-b-b?
SRR

DM, =0

R, 1-M, +M, —P-b =0

P-b (IP+a-b-a?
S

También se pueden obtener las reacciones por superposicion de los dos
casos en que se ha descompuesto el sistemaoriginal.
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